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摘 Ж 


本 学 位 论文 主要 讨论 了 脉冲 微分 方程 边 值 问题 解 的 存在 性 , 该 论文 主要 通过 
不 动 点 指数 理论 和 不 动 点 定理 去 研究 所 给 系统 解 的 存在 性 , 其 内 容 主要 包括 : 

第 一 章 , 介绍 了 脉冲 微分 方程 的 研究 背景 , 然后 给 出 本 文 要 用 到 的 定义 和 定 
38, 指出 本 文 所 做 的 工作 及 创新 点 , 并 且 系 统 分 析 了 脉冲 微分 方程 近年 发 展 情况 . 

第 二 章 , 研究 了 一 类 二 阶 非 线性 脉冲 常 微分 方程 边 值 问题 (BVP) 解 存在 的 条 
ft. 由 于 方程 中 含有 函数 p(t), 给 研究 工作 带 来 了 困难 . 本 文通 过 建立 方程 系统 解 
的 表达 式 , 借助 于 其 边 值 问题 解 的 积分 表示 以 及 特殊 的 技巧 得 到 解 算 子 4, 然后 利 
用 锥 上 的 不 动 点 指数 理论 , 得 到 了 此 类 问题 存在 正解 的 充分 条 件 , 所 得 结果 改进 了 
已 有 的 部 分 结论 . 作为 应 用 , 我 们 给 出 了 一 个 具体 实例 . 

第 三 章 , 研究 了 二 阶 脉冲 泛 函 微分 方程 解 的 存在 条 件 . 由 于 方程 中 含有 函数 
p(t), 这 就 增加 了 研究 的 难度 . 本 文 也 是 通过 建立 方程 系统 解 的 表达 式 , 再 利用 两 
个 不 动 点 定理 , 得 到 了 此 类 问题 存在 至 少 一 个 解 的 充分 条 件 . 将 已 有 的 脉冲 常 微分 
方程 边 值 问题 的 相应 结果 推广 到 脉冲 泛 函 微分 方程 ， 为 说 明 结 论 的 可 行 性 , 我 们 
给 出 了 有 具 非 线性 边界 条 件 的 实例 . 

第 四 章 , 解决 一 类 分 数 阶 脉冲 微分 方程 mild 解 的 存在 性 和 唯一 性 问题 . 由 于 
分 数 阶 的 脉冲 微分 方程 研究 具有 一 定 的 难度 , 目前 的 研究 结果 也 较 少 , 本 文 仿照 前 
面 两 章 的 结果 , 先 给 出 方程 解 的 形式 , 再 利用 半 群 理论 结合 压缩 映像 原理 , 得 到 了 
mild 解 的 存在 性 和 唯一 性 , 推广 了 先前 的 结果 . 为 说 明定 理 的 正确 性 , 本 章 最 后 给 
出 一 个 实例 . 

最 后 , 对 全 文 进行 了 总 结 , 总 结 每 章 中 的 主要 结果 并 指出 有 待 进一步 深入 研究 
的 主题 . 


关键 词 : 脉冲 微分 方程 ; 边 值 问题 ; 解 的 存在 性 ; 不 动 点 
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Abstract 


The focus of this dissertation is to study solutions of existence of impulsive 
differential equations. In this dissertation, we mainly devote to the fixed point 
index theory and the fixed point theorems to research the existence of solutions to 
the given system, which is organized as follows: 

Firstly, we introduce the research background, and then show definitions and 
theorems which are used in this dissertation, point out the work and innovations 
we do, and then systematically analyze development situations of impulsive differ- 
ential equations. 

Secondly, we give existent conditions of a class of boundary value problems 
(BVP) for nonlinear second order impulsive ordinary differential equations. Since 
this equation has a function p(t) which brings about difficulties for our research. 
By establishing the expression of system solutions, with integral form and special 
skills of boundary value problems, we obtain a solution operator A. Next by using 
the fixed point index theorem, we get a sufficient condition of this problem. The 
results improve the existing conclusions. We give an example to illustrate the main 
results. 

Thirdly, by using two fixed point theory, we give existent conditions and a 
sufficient condition of a second order impulsive functional differential equations. 
Since this equation has a function p(t) which brings about difficulties for our 
research. We promote boundary value problem of impulsive ordinary differential 
equations to functional differential equations. To illustrate the feasibility of the 
conclusion, we present an example. 

Fourthly, we solve existence and uniqueness of mild solutions to fractional 
impulsive differential equations. It is difficult to study fractional impulsive differ- 
ential equations, so there are few results in this aspect. We give the expression 
of solutions following by the above forms, then by using the contraction map- 
ping principle and semigroup theory, we get the existence and uniqueness of mild 
solutions. We give an example to illustrate the main results. 

Finally, we summarize the main results in every chapter in this paper, and 


note some subjects which need further study. 


Key Words: Impulsive differential equations; Boundary value problem; 


Existence of the solutions; The fixed point 
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ctim 绪论 


在 科学 研究 中 , 很 多 物理 、 化 学 和 生物 现象 都 可 用 微分 方程 来 描述 , 微分 方程 
问题 的 脉冲 效应 也 引起 了 人 们 的 重视 , 脉冲 现象 作为 一 种 瞬时 突变 现象 , 其 数学 
模型 往往 可 以 归结 为 脉冲 微分 系统 . 脉冲 微分 系统 最 突出 的 特点 是 能 够 充分 考虑 
到 瞬时 突变 对 状态 的 影响 , 能够 更 深刻 地 反映 事物 的 变化 规律 , 这 类 方程 在 人 口 
动力 系统 、 物 理学 中 、 生 物 学 局 、 经 济 学 和 控制 理论 国 等 学 科 的 具体 模型 中 有 应 用 . 
1960 年 , Mibman 和 Myshkis! 开始 研究 脉冲 微分 方程 , 专著 59 的 问世 使 脉冲 常 
微分 方程 理论 逐步 形成 并 趋 于 成 熟 . 

脉冲 微分 方程 的 研究 有 脉冲 常 微分 方程 , 脉冲 泛 函 微分 方程 , 脉冲 微分 方程 
的 边 值 问题 和 初 值 问题 等 领域 . 例如 Zhang 和 Liu] 用 不 动 点 定理 解决 了 一 类 二 
阶 非 线性 混合 型 脉冲 积分 -微分 方程 初 值 问题 , 利用 非 紧 性 测度 8~ 均 研究 了 二 阶 肪 
冲积 分 -微分 方程 初 值 问 题 . 本 文 重点 来 研究 脉冲 微分 方程 的 边 值 问题 (BVP), 边 
值 问 题 是 微分 方程 的 一 个 重要 的 研究 领域 , 是 当前 研究 的 热点 课题 之 一 . 对 这 一 
问题 的 研究 , 早 在 Sturm 和 Liouville 时 期 就 开始 了 . 至 今 , 在 边 值 问题 的 深度 、 
广度 和 研究 方法 上 都 取得 了 很 大 进展 ti- 二 .但 是 对 脉冲 微分 系统 边 值 问题 的 研 
究 , 仅 有 十 多 年 的 历史 Re-I.， 对 于 研究 解 的 存在 性 的 方法 , 主要 有 单调 迭代 方法 
和 不 动 点 定理 , 因 方 程 边界 条 件 形式 的 多 样 , 研究 中 采用 的 具体 方法 也 各 有 差异 . 
Lee!!! 利用 单调 迭代 方法 研究 了 一 类 二 阶 脉冲 微分 方程 的 奇异 边 值 问题 , Luol2g 
利用 单调 迁 代 方法 研究 了 一 阶 脉冲 泛 函 微分 方程 的 周期 边 值 问 题 ，ZhaoB2 利用 
Leray - Schauder 度 理论 研究 了 一 类 二 阶 脉冲 微分 方程 两 点 边 值 问题 至 少 存 在 三 
解 的 情况 . 

由 于 带 参数 的 微分 方程 是 一 类 考虑 了 控制 因素 的 数学 模型 , 在 物理 学 , 人 口 动 
力学 , 经 济 学 等 众多 学 科 都 有 广泛 的 应 用 , 因而 引起 了 许多 数学 工作 者 的 注意 . 近 
年 来 已 获得 了 许多 带 参数 的 微分 方程 边 值 问题 解 的 存在 性 定理 外 ~ 尖 , 但 含有 的 只 
RE, 为 了 更 深入 的 研究 , 本 文 的 第 二 章 研究 带 函 数 p(t) 更 复杂 的 情况 下 脉冲 
常 微分 方程 的 解 . Changl2l 利用 适当 的 不 动 点 定理 研究 了 带 函数 p(t) 的 脉冲 泛 
函 微 分 方程 解 的 存在 性 , 受 其 启发 , 本 文 第 三 章 用 不 同 的 不 动 点 定理 再 来 研究 此 方 
E, 得 到 了 解 的 存在 定理 . : 

分 数 微 积 分 第 一 次 提 到 是 在 1695 年 Marquis de L' Hópital 给 Gottfried Wil- 
helm Leibniz 的 信件 中 , 对 于 SE n € N := {0,1,2,---}, 假设 当 n = 1 时 , 会 
产生 一 种 新 的 结果 . 后 来 , 分 数 导数 被 渐渐 知晓 , 例如 Euler 在 1730 年 , Lagrange 
在 1772 年 , Fourier 在 1822 年 等 人 都 研究 过 分 数 导数 . 分 数 导 数 被 应 用 在 很 多 领域 


ais 
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比如 概率 , 粘 弹 性 理论 , 电子 学 , 经 济 学 , 力学 , 生物 学 等 等 , 近年 来 分 数 阶 微分 方 
程 的 理论 研究 有 很 大 发 展 . 在 最 近 的 研究 中 , 很 少 涉及 分 数 阶 脉冲 微分 方程 . БОЛ, 
Benchohra 等 人 E728 发 现 了 一 类 分 数 阶 脉冲 方程 的 初 值 问 题 涉及 对 于 0<a<1 
和 1 < о < 2 的 Caputo 分 数 时 数 解 的 存在 性 问题 的 充分 条 件 , Ahmad Sz A P9901 
出 了 分 数 阶 1 < a < 2 时 的 非 线性 混合 型 脉冲 微分 方程 边 值 问题 的 存在 性 结果 ， 
Mophou 研究 了 分 数 阶 0 < a < 1 时 的 脉冲 微分 方程 mild 解 的 存在 性 和 唯一 性 . 
自 90 年 代 以 来 , 脉冲 微分 系统 引起 微分 系统 学 者 专家 的 重视 与 兴趣 [41831384 
已 逐渐 形成 非 线性 微分 系统 研究 领域 的 新 热点 .在 脉冲 微分 系统 的 基本 理论 的 、 
边 值 问题 、 稳 定性 理论 等 方面 都 取得 了 一 些 重要 学 术 成 果 . 比如 得 到 了 无 限 延 滞 
的 脉冲 泛 函 微分 系统 解 的 上 唯一 性 定理 、 整 体 存在 性 定理 、 延 展 定理 及 解 的 连续 依 
赖 定理 ; 建立 了 依赖 于 状态 的 脉冲 微分 系统 的 比较 原理 ; 给 出 了 脉冲 混合 微分 系 
统 、 脉 冲 泛 函 微分 系统 等 关于 两 个 测度 的 稳定 性 定理 ; 建立 了 变动 时 刻 脉冲 微分 
系统 的 周期 边 值 问题 等 . 在 应 用 上 , 脉冲 微分 系统 源 于 实践 并 将 应 用 于 实践 , 近年 
来 已 成 功 应 用 于 通信 等 领域 . 


12 ”基本 知识 


若 不 存在 脉冲 , 在 一 定 的 条 件 下 , 微分 方程 边 值 问题 具有 解 的 存在 性 , 但 脉冲 
会 影响 微分 系统 无 解 . 因此 , 我 们 研究 的 方法 主要 有 Schauder 不 动 点 定理 , 单调 
迭代 方法 , 不 动 点 指数 定理 , 压缩 映像 原理 , 锥 的 拉 伸 与 压缩 不 动 点 定理 等 . 下 面 
给 出 本 文 所 要 用 到 的 定义 与 定理 . 


定义 1.2.1 “iE Е X Banach 空间 , Р Ж E 中 的 非 空 闭 集 . 如 果 Р 满足 
(i) 任 给 zyePa>08>0 有 arz+pbye P; 

(这 车 zePzzxfob 则 一 zEP; 

则 称 P 是 E 中 的 锥 . 


定义 1.2.2 15 E 是 一 个 拓扑 空间 , X c E, 若 存在 连续 算 子 > : ES X, 使 当 
z € X H, A r(x) = z, ШЙ X 是 互 的 一 个 收缩 核 , 算 子 r 称 为 是 一 个 保 核 
收缩 . 


定理 1.2.1 119 X 是 实 Banach 空间 E 中 的 一 个 收缩 核 , 对 于 X 的 每 个 有 界 
开 集 zeX, 设 4:7 一 X 全 连续 且 在 OU 上 没有 不 动 点 ( 即 Az Z z), 其 中 
U $n OU 分 别 是 U 相对 于 X 的 闭 包 和 边界 , 则 存在 整数 (AUX) (MAA 
U 上 关于 X 的 不 动 点 指数 ), 满足 当 i(A,U.X) 40, АЖ U 中 至 少 有 一 个 不 
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定理 1.2.2 14 D Ж Banach 空间 (Z, ||-||z) 中 的 一 个 有 界 西 闭 集 , 假设 0 € D, 
WR 下 :万 一 忆 是 一 个 全 连续 算 子 , 如 果 集 合 {x € D :z=AF(r), 0cA«1) 
是 有 界 的 , ЖА F # D 中 有 一 个 不 动 点 . 


定理 1.2.3 14 D 是 Banach 空间 (Z, || - lz) 一 个 有 界 凸 闭 集 ， 如果 B, C: 
D~ 2 是 连续 函数 , 且 满 足下 面条 件 : 


(i) Bz+CzeDD 对 VzEZ; 


(ii) C(D) 是 紧 的 ; 
(ii) FE 0 <r <1 18 |В: - Bul < rliz- | Xf V zow€ D; 
那么 , 存在 тєр {68 Br + Ст = z. 


13 ”本 文 所 做 的 工作 


本 文 的 主要 方法 为 不 动 点 指数 理论 和 不 动 点 定理 研究 二 阶 非 线性 脉冲 常 微 分 
方程 边 值 问题 , 二 阶 非 线性 脉冲 泛 函 微分 方程 以 及 分 数 阶 脉冲 微分 方程 mild 解 的 
存在 问题 . 

第 二 章 , 我 们 主要 对 二 阶 非 线性 脉冲 常 微分 方程 解 的 存在 性 进行 研究 . BRAKES 
教授 8 研究 了 一 类 特殊 的 脉冲 方程 边 值 问题 的 多 解 问题 : 


—х” = f(t,x), t Z ty, (k = 1,2,--- ,m), 
Ат| = I (z(tx)), (k = 1,2,--- ,m), 
Az|,=, = 0, (k = 1,2,---,m), 

z(0) = z'(1) = 0. 


其 中 , f e C|J x R}, Ril, J = [0,1], k E€ CR, Ry], 0 <t <: << < 
tm < 1, 函数 有 脉冲 , Н f 只 与 t,x AK, 利用 不 动 点 指数 理论 得 出 了 方程 两 个 解 
的 存在 性 及 其 存在 区 闻 . BT RO 的 启发 , 本 章 将 运用 不 动 点 指数 理论 研究 下 面 
SRR p(t) 的 脉冲 方程 的 边 值 问题 : 


—-(p"(t)x(t) + 2p'(t)x' (t) + p(t)z”(t)) = f(t, 2(t)). tt, (k = 1,2,--- ,m), 
Azhar, = I.(z(tk)), (k = 1,2,--- ,m), 

Az’ | = 0, (k =1,2,--- ,m), 

т(0) = z'(1) = 0. 


主要 思路 是 先 给 出 脉冲 方程 解 的 形式 , 然后 将 脉冲 方程 转化 为 与 之 等 价 的 积分 方 
T£, 通过 积分 方程 找到 相对 应 的 Green HR, 进而 转化 成 算 子 不 动 点 问题 , 然后 通 
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过 不 动 点 指数 理论 分 析 , 证 明 方程 在 一 定 范围 内 两 个 解 的 存在 性 , 最 后 我 们 给 出 了 
一 个 例子 来 说 明 本 文 主要 定理 的 合理 性 . 
第 三 章 , 我 们 研究 一 类 二 阶 脉冲 泛 函 微分 方程 解 的 存在 性 问题 . Chang! A 
用 不 动 点 定理 研究 了 下 面 这 类 泛 函 脉冲 微分 方程 解 的 存在 性 : 
(p(t)y'(t))’ € F(t, у), a.e t € (0, T] {in tm}, 
Ду: = Ie(y(t,)), k= 1,2, т, 
Лу = 2(0(6;)), k= 1, 2, or gm, 
y(t) = g(t), t € [7,0], (0) =. 
基于 ChangP9 的 启发 , 我 们 研究 下 面 脉冲 方程 的 边 值 问题 : 


(Gy = f(u) a.e t € [0, T]\{t1,--- stm}, 
Ау, = I, (y(t, )), k= 1, 2, … ym, 
Ау, = Ik(y(ty )); k= 1,2, tam, 
y(t) = e(t), t € [-r,0], (0) = n. 
主要 思路 是 先 给 出 脉冲 方程 解 的 形式 , 然后 研究 在 与 Changl29 不 同 条 件 下 , 用 不 
同 的 不 动 点 定理 给 出 解 的 存在 性 定理 . 
第 四 章 , 研究 分 数 阶 脉冲 微分 方程 mild 解 的 存在 性 和 唯一 性 问题 . 
DP (x(t) + f(t, 2t)) = Ax(t) + 9(t, zi), t€ 1 =[0,T],t £ tr, 
z(0) = ç EB, 


Arlen == 1.021), k == 1, doe ,m. 


先 给 出 抽象 Cauchy 问题 mild 解 的 定义 , 根据 此 定义 得 到 上 述 方程 的 mild Ж, Ж 
后 通过 半 群 理论 和 压缩 映像 原理 给 出 上 述 方程 mild 解 的 存在 性 和 唯一 性 . 


1.4 本文 的 创新 点 


本 文 研究 了 脉冲 微分 方程 边 值 问题 的 解 的 存在 性 , 内 容 涉 及 到 脉冲 常 微分 方 
程 、 脉 冲 泛 函 微分 方程 和 脉冲 分 数 阶 微分 方程 . 不 同 之 处 在 于 , 一 是 研究 了 二 阶 脉 
冲 微分 方程 的 边 值 问题 , 包括 脉冲 常 微分 方程 和 脉冲 泛 函 微分 方程 的 研究 . 得 出 了 
此 两 类 方程 解 存在 的 充分 条 件 , 二 是 研究 了 一 类 分 数 阶 脉冲 微分 方程 的 mild S89 
FEH. 

在 第 二 章 中 , 我 们 研究 了 二 阶 脉冲 常 微分 方程 (2.2) 边 值 问题 解 的 存在 性 , 对 
于 一 阶 或 者 二 阶 的 等 较 复杂 的 脉冲 微分 方程 , 人 们 通常 利用 普通 的 不 动 点 理论 , 上 
下 解 方法 , 单调 欠 代 方法 等 得 出 此 类 方程 存在 至 少 一 个 解 的 充分 条 件 , 很 难 利用 锥 
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上 的 不 动 点 指数 理论 给 出 多 解 存在 性 的 充分 条 件 . 本 文通 过 建立 系统 (2.2) 解 的 表 
达 式 , 得 到 此 类 系统 的 解 算 子 A, 然后 利用 不 动 点 指数 理论 , 得 出 系统 (2.2) 存在 
两 个 解 的 充分 条 件 , 推广 了 先前 的 结论 . 

在 第 三 章 中 , 我 们 研究 了 一 类 有 趣 的 二 阶 脉 冲 泛 函 微 分 方程 的 边 值 问题 (3.1), 
脉冲 泛 函 微分 方程 的 边 值 问题 最 近 引 起 了 许多 作者 的 注意 , 并 取得 了 许多 可 嘉 的 
ЖЖ, 包括 研究 边 值 问题 解 的 存在 性 B2- 绚 ， 以 及 全 局 解 的 存在 性 536j 等 ,但 很 少 
有 研究 含 参量 函数 的 泛 函 微 分 方程 的 边 值 问题 . 本 文 根 据 不 动 点 理论 得 出 了 系统 
(3.1) 存在 至 少 一 个 解 的 判断 准则 . 

在 第 四 章 中 , 我 们 研究 分 数 阶 脉冲 微分 方程 ,分 数 阶 微分 方程 是 近年 来 研究 
的 热点 , 分 数 阶 微分 方程 有关 问题 的 研究 不 是 通常 微分 方程 和 偏 微分 方程 相关 问 
题 的 简单 推广 , 它 有 一 个 全 新 的 空间 , 有 广泛 的 研究 价值 . 分 数 阶 脉冲 微分 方程 研 
究 有 一 定 的 难度 , 自 2008 年 , Agarwal SAB 研究 了 o € (0,2) Bt Captuo 型 分 数 
阶 脉冲 微分 方程 边 值 问题 以 来 , 已 有 多 位 学 者 研究 了 分 数 阶 脉冲 微分 方程 , 其 中 包 
括 Mophou 研究 的 分 数 阶 脉冲 微分 方程 的 解 , 本 文 利用 半 群 理论 , 结合 不 动 点 理 
论 研究 了 分 数 阶 脉 冲 微分 方程 的 解 , 推广 了 先前 的 结果 . 
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第 2 章 二 阶 非 线 性 脉冲 常 微分 方程 边 值 问 


在 本 章 , 我 们 研究 一 类 特殊 的 二 阶 非 线性 脉冲 常 微分 方程 边 值 问题 解 的 存在 
性 .具体 地 说 , 在 2.1 节 中 我 们 给 出 脉冲 常 微分 方程 满足 的 基本 条 件 . 在 2.2 节 中 ， 
我 们 给 出 解 的 存在 定理 , 利用 不 动 点 指数 理论 得 到 在 给 定 区 域 存在 两 个 解 的 结论 . 
在 2.3 节 中 , 我 们 给 出 一 个 例子 来 验证 其 满足 2.2 节 中 的 存在 性 定理 . 这 一 类 方程 
RT BAC, 郭 研 究 了 下 面 的 方程 : 


=z" = f(t,z,7), t tk, (k = 1,2, , m), 
Achat, = Ie(z(te)), (k =1,2, ,m), 
Az! liu = 0, (k = 1,2,:: , m), 
z(0) = z(1) = 0. 
由 于 方程 中 函数 f 含有 导数 项 x 我 们 不 能 用 不 动 点 指数 理论 来 研究 这 类 方程 的 


解 问题 , 不 能 在 给 定 区 域内 得 到 两 解 , 在 方程 中 引入 函数 p(t), 考察 下 面 这 种 脉冲 
方程 : 


(2.1) 


—(p"(t)z(t) + 2p'(t)z (t) + p(t)z”(t)) = f(t, z(t)), t # tk, (k = 1, 2, 55 ,m), 
Атр = R (z(tk)), (k = 1,2,:-- m), 
Az! |, = 0, (k = 1, 2, 5 ‚ m), 


z(0) = z'(1) = 0. 
(2.2) 


我 们 给 出 方程 (2.2) 满足 的 条 件 , f : (0, 1] x [0, +оо] 一 [0, +оо] 是 连续 函数 , ЖН, 
f(t, x(t) > 0, Є СА, Ry], 0«t < < fk << tm < 1, Arli, 表示 
Azl = (tht) — z(ty^), 同 理 Az’ |, 也 有 类 似 表示 . 
J = [0,1], p € С, R4), р(1) # 0, 我 们 ó = р(1) - (1) Z 

并 且 N = Ура )p(t«) + р (1)р (0) (1 4) — Р(0р (2) xt = 

PCJ, RJ {c:JOR,| z(t) £ t Z t, BR, t = t, MARK, x(t,*) 和 
І) 存在 且 z(tiz)=z(ti 7), k = 1,2,--- m), PCJ, Ri) Æ Banach 空间 , 有 范 
% jzllrc=sup lx (t)1l. 

PC![J, R,]- (x : J — Ra) x(t) dE t At, АЗЕ, YE t= t, ME 
续 , HE (tkt), (te), v (t) 和 xz (t7) 都 存在 ,大 = 1,2,--- m]. 

对 z € PC![J R,], 由 中 值 定理 ， | 


x(t) 一 x(t, 一 h) € Һсо{ z' (t)]t -h<t< tk}, (h > 0), 
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Ят (tz) FE, H 


г (tk) = lim 


h—0+ 


约定 BVP(2.2) 中 以 及 下 文中 的 z (tK) 均 理解 为 z (tk). 

引入 范 数 |[х|рс›=шах{||т||рс, J п, POJ, Ri] 成 为 一 个 Banach 
空间 . 令 Jo = [0,4], Л = (tite), s ља = (ta-nta| Im = (6,1,7 = 
JM, 12, ts). z € POS, Ry] pun R,] 叫做 BVP(2.2) 的 解 , 如 果 它 满足 
(2.2) 中 所 有 等 式 . 


x(t.) 一 -h. zz), 


2.2 ” 解 的 存在 定理 


本 节 给 出 方程 BVP(2.2) 在 给 定 区 域 有 两 解 的 存在 定理 . 首先 给 出 一 个 定理 
得 到 解 的 表达 式 , 然后 得 出 解 算 子 , 再 利用 不 动 点 指数 理论 , 得 出 系统 (2.2) 存在 
两 个 解 的 充分 条 件 . 


定理 2.2.1 WR z € PC |, Ri] n C?[", Ry] 满足 方程 


—(p (t)a(t) + 2p (£)2 (t) + p(t)z”(t)) = F(t, z(t)), (2.3) 


v(t) = — к p(0)2" (0) 并 十 EO fy ( (t — в) f(s, 2(s))ds— 
1 
ae s, z(s pe ra xig? (te) — 5p (t) lat) (2.4) 
FU > m (tz)L(z(tk))(t— t), V ze J, 


a(t) = sy{n(0)2'(0)t — folt- з) f(s,2(s))ds+ 


22а) D PEE- Vee J (2.5) 


ШЕН: 对 方程 (2.3) 积分 ， 

p'(h)z(h) + p(t)z (h) —  (0)2(0) — p(0 j=- | f(s.x(s)yds, 
ASAP AN 
对 上 面 两 式 相 加 , 我 们 得 出 ， 
POELO = p(0)z'(0)— Í f(s.sts)tserftoleta*)-a], Vta << ta 


em 
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同样 的 方式 , 我 们 可 以 证 明 它 对 V te J 成 立 , 即 下 面 的 式 子 (2.6) RY 
p (s) +0020) = oO- f(s,2(s))ds+ У) ра) аы), (2.6) 


Oct <t 


下 一 步 再 进行 积分 , 得 到 如 下 两 个 式 子 ， 
дь) (и) — p(0)2(0) = | ‘(p!(s)x(s) + p(s)a!(s))ds, 


p(t)x(t) — р) (+) = | (p'(s)z(s) + p(s)z'(s))ds, 
从 而 
p(t)x(t) = p(0)z(0)+ MC '(s)x(s) + p(s)z'(s))ds + 2 PUO hau) 


= p(0)z(0)t — folt- 8) f(s,2(s))ds+ 
EP) + D PUEDE- 5), V t€ J, 


(2.7) 

p(t) # 0, 我 们 直接 得 到 
ae 500000) t- flt- s)f(s,2(s))ds+ - 
Th (ade E HALA vier 09 
我 们 将 (2.8) RA (2.6), 就 会 得 到 (2.4). 证 毕 . z 


定理 2.2.2 z € PC J, R,]n C? J", R,] Ж BVP(2.2) 的 解 当 且 仅 当 x € POHI, Ry] 
是 下 面 脉 冲积 分 方程 的 解 
a(t) = gg Glt,s)F(s,2(s))ds+ 


кэ) р (tz)Ik(z(tk)) + „х. ЧӨ”) — tk) (2.9) 
; io РТУ аа — tk) - p(1)p (00)]1(2(0))}. 
其 中 
TEE cs et 
$[p(1) - P(00 - t), t» s. 
WEBB: 先 假设 ze PC (J, R.] n C2[J', Ry] € BVP(2.2) 的 解 ， 


第 一 步 , 考虑 令 y(t) = p(t)x(t), BA (2.3) 就 会 变 成 —V" (t) = f(t, c(t), t Z 
ty, 由 定理 2.2.1, 我 们 知道 以 下 结果 ， 
y(0) = 0, y'(0) = p(0)z'(0). 
ylit) — y(tk) = p(te)(a(te*) — z(tk)) = p(tK)1k(z(tk)), 
y (t&*) — y (te) = p (t) (xt) — z(tk)) = р'(Ь)1(т(%)), (2.10) 
Aylin, = p(tk)(z(t£t) — z(tk)) = Pte) Arlt, 
Ay hia, = р (te) (2 (tat) — x(t) = (te )AT| tor, 


- 8- 


硕士 学 位 论文 
式 子 (2.6) 改写 成 


y(t) = 000) – fo f(s.z(s))ds + „22 1700) - y'(te)| 


= 000) - f fladt E PEE), 
同时 式 子 (2.8) 也 可 写成 


y(t) = y(0)+y(0)t— KG — s) f(s, x(s))ds4- 
„2. К te) — y(te)| + T EA tkt) — y (tk)|(t — te) 


= t- fr (t — s)f Fem 
E К. (tr) Ik (z(t) n te) (x (t))(t — te), 


第 二 步 , 在 (2.11) 和 (2.12) 中 分 别 令 t= 1 MANA 


V) v0) — Í fte,z(Ə)4s+ Y Pelat), 
9 k=l 


y(1) )- fC (1— s)f(s,z(s))ds + » р(%)1к(х(%))+ 


"n T,(x(te))(1 — tk), 


同时 , 由 (2.10) 和 (2.13), 我 们 得 到 


y(1) = р(1)2(1), 


M rd y(1) 
y (1) = p'(1)z(1) = p(1)— 201): 
第 三 步 , (2.16) КА (2.14), (2.13) 变 为 ， 
) - fo f(s, 2(s))ds + DLE (tk)) 


— h(l- s)f(s.z(s) Jas + 3 alte) z(tk))+ 


e t 
p(t) (n (5))( — te) }, 


(2.11) 


(2.12) 


(2.13) 


(2.14) 


(2.15) 


(2.16) 


(2.17) 


"(үү — Bea: ET 5—0 "n s, z(s))ds 
VO = c gt Í Heed- f) J ü - 316a + N). 
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最 后 , 将 (2.18) RRA (2.12) 5X, y(t) 就 可 以 表示 成 


yt) = у(0)#— fi(t —s)f(s,2(s))ds+ 
Эу LL к(х(Ь)) + X, P Mei) — t) 


= р "m (s,a(s))ds — $9 1) Ј (1 — 5)/(в. т(в))4в— 
fot - з)/(в,т (s))ds+ , p(b)h(z(t))+ 
p (&)I(x(&))(t — te) + М 


Octy«t 
= ifop()t/(sz(s))ds — fo P (10:0 — s)f(s,z(s))ds— 
|) 5(t — s)f(s, 2(s))ds]+ 
Mf, p (1)+7 (8, x(s))ds — J, ! p — s)f(s,z(s))ds]- 
„2 Р (t) WAGs (tx)) 十 0 Pita) el E (x(tk))(t = tk) + tN 


= Y fat pl) - E 5(t — s)]f (s, 2(s))ds-+ 
z J; tpl е иа s)/G.z(s)ds E p(t)h(z(b))+ 
И (z(tk))(t — t) + £N 

= IM f(s,z(s))ds + o. ,Plt )I,(z(tk))+ 


pus tk)1,(z(tk))(t — T EN. 


因此 , c(t) 是 积分 方程 (2.9) 的 解 RZ, Bog z e PCI, В| 是 积分 方程 (2.9) 
的 解 . 显然 ， Azher = I, (x(th)), k= 1,2, seem, 
4 Zt, 时 , 直接 微分 可 知 


w(t) = zot fo p (2)sf(s, x(s))ds + 1 f p'(1)(1 — s)| f(s, 2(s))ds+ 
QUE. > 2 ()1( + 8.40, ) 
ki (2.19) 
再 对 r(t) 微分 


z'"() = ag en z(t)) — 4p(1) - »'(1)0 ~ t) S(t, z())HH- 
XQ Gp (1) fy sf(s,z(s))ds + 3 ff [р(1) - p(1)(1 ~ s)] f(s, 2(s))ds+ 
IN "P р (0) (Z(t) + Ey (t) + 229200 т), 
<<! (2.20) 
我 们 将 a(t), z(t), c(t) 代入 方程 (2.3), 然后 不 难 验证 结果 成 立 ， 故 x € 
C2[7 Ra], B Ат = 0, (k = 1,2,---,m). 


另 一 方面 , 由 (2.9) RA (2.19) R, 我 们 可 以 算出 z(0) = 0, z(1) = 0. ЖТ 
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来 , 就 可 以 定义 下 面 的 算 子 4: 


(Az)(t) = = 志 { Gl f(s, os) at 2 P) )I,(z(tk))+ 
m (te) Ja (x(t Jews 


Ўра) )p(te) +p (Dp (te)(1 — te) – р(1)р'(1)](х(%ь.))}. 
由 (2.19), 我 们 知道 


(Ат)'(%) = oats Др (1)5/ (5, x(s))ds + 1 р (1) - v (1)(1 ~ s)| f(s, 2(s))ds+ 

IN * 2 ,Р\ t)1y(z(t))) + 210200), V z € J, t ty, k=1,2,--- 

| (2.21) 

H A 的 定义 和 (2.21), 可 以 看 出 : А ÆR POJ, R) A POHU, R,] 的 连续 算 子 ， 
并 且 , MSc PC! U, R} 中 的 任何 有 界 集 S с POJ, R.], AS) 中 诸 函 数 及 其 
FRIE J 上 一 致 有 界 且 在 每 个 (k = 1,2,---,m) 上 等 度 连续 . 于 是 , A(S) 
是 PC'[J, Ry] 中 的 相对 紧 集 , 故 4 是 全 连续 算 子 . 证 毕 . D 


定理 2.2.3 тє ОВ RINCI’, R,] Ж BVP(2.2) 的 解 当 目 仅 当 z e PCL, Ry] 


TEAR: 由 定理 222 即 得 . 
定理 2.2.4 设 当 z 一 +оо 时 和 z 一 0 时, 均 有 “2 S0 XTtcJ 一 致 , 且 


p(t)z 
p(t) T(z) 


> 0, p) o, k 21,2,.-,m, (2.22) 
T z 
又 设 存在 wm > 0, É 0 < ao < b < 1, fi 
f(t. r) > > . h(t)uo, Vtc Jo = ao, bol, T > ug, (2.23) 
p(1) 
其 中 he Clo, R], 满足 
h(t)dt > — (2.24) 
p(t) Jo 


ЖА, BVP(2.2) 在 PCU, Ry] n СГ, Ry] pare a(t) 和 z(t), 满足 
zm (t) Z 0, z(t) > 0, 0 <t < 1, 并且 


inf Ti (t) < ug < inf z»(t). (2.25) 
WEAR: di (2.22) RA, 存在 R> uy >r>0 


0< f(t,z)<-p(t)z, Vie J 0<т<т+ r> R. (2.26) 


zi 
4^ 
aije 
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0 < p(t)I, (x) < Ls О<2<т т> В, k=1,2,---,m, (2.27) 
т, 


O<p(t)ik(z) < E 0<r<r rR, k-l2,-,m, (2.28) 


0< л) < pliz + plM, YEEJ, z > 0, (2.29) 
0< ere Vao2>0, k=1,2,---,m (2.30) 
全 也 k Tum E 2“, = 1,2, LA ` 
1 M 
O<p(t)h(z) < 21+, V z 20, k=1,2,:.- ,m. (2.31) 
其 中 
M = maz{Mo,M,,---,Mn}, 
M, = maz(f(t,z)|te J, 0€ x € В}, 
M, = maz(L(z)|0sz«xR). 
е (t) 
АХ Р 2(1 
a Е max {r TOL 3b 
Ву = ам. 


U = {т € РС|Ј, К. | ll pc « r), 
U, = (z € PC|J, R4] | lix liec < Ry}, 
U, = ix € PCU, А.) | lz liec «Rh, inf x(t) > мо}. 


TR, л, Us, Us 都 是 РС|Ј, R4] 中 有 界 凸 开 集 且 U, C Uz, Us C Us, 
U, n Us = @ 显然 ， 


页 = (se РОЈ, Ra] {тг <r}, 
U, = {z€ PC[J Ry] | lxllec < Ri}, 
U, = (ze PCJ, R4} | |ltllpc S Ву, inf x(t) > ий}. 


MF x e U, , H (2.29) - (2.31) n 
0x(Ax)t) < fh оАо нн, 
+ py b (Op) +PP- 6) — aCe M) 


= h Glt, s)(4p(s)x + p(s)M)ds+ > . 


IA 


A 


Ас < un Час + M) f; G(t, s)ds + 1(1||z||pc + M)+ 
0<t< 


AM M) 
ete р? 
e (рє + MEY + 3(1lz]pc + M) € №, 


min t 
s n HOA 


I^ 
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从 而 ||Az|lpc < Ri, 得 到 
A(U2) C Us, (2.32) 
类 似 地 , 由 (2.26) - (2.28) 式 可 得 
A(U) C Ui, (2.33) 
X x € Us, H (2.30) RA ||Az||pc < Ry, 其 次 由 (2.23) RA (2.24) RA 
t€ Jo (Az)(t) > EO) ИА na s)/ (s, x(s))ds 
2 aou 02 1. Sinz Sry h(s)ds > Uo, 
WAI Ат € Us, 从 而 , 有 
A(U3) c Us, (2.34) 
H (2.32)-(2.34) 诸 式 知 , 不 动 点 指数 i(A,U;, РС|Ј, Ri) = 1, (i = 1,2,3). FH, 
MA 
(А, Up\(U, U U3), PC(J, В) 
= i(A, Us, PC[J, R4]) — i(A, U1, PC[J, R,]) — (A, U3, PCJ, R,] = -1 
由 此 可 知 , 根据 定理 1.2.1, 存在 ту € {Һ\(Л U Us) 及 z € Us f& Ar, = m, 
Ато = т, Е, т 和 zs 满足 (2.25) R, HP z(t) > 0, V 0 < t < 1 的 证 明 如 
F: 设 存 在 0< to < 1 fË rato) = 0, W 
=(Az)(to) = sil T о p (1). — to)] f(s, zə(s))ds+ 
to fr. 0р /(1)(1 — s)]f(s, zo (s))ds-- 
9 E " EN + P» p (t) Io (ti))(to — te) + 


а Èro plte) + p’(1)p'(te)(1 — te) — p(1)p' te) (zo (tk))), 
从 而 f(s,xo(s)) = 0, V s € J. Al то € Us, Н (2.23) RA (2.24) 式 知 
0= as f, f(s,zə(e))ds > shy f, h(s)ugds > Уш, 得 出 了 矛盾 . 


推论 2.2.1 从 证 明 可 以 看 出 : WR (х) 20, VO EE 1, z » 0, JU (t) > 0, 
VO<t<1. 


23 ”实例 


考虑 下 面 的 BVP 问题 : 
—(—cos(t)x(t) — 2sin(t)z'(t) + cos(t)z"(t)) = 15Vtrln(1 + tx), t # ty, (k = 1,2), 
Ахы, = sin?z(t), Ата, = In(1 + [z(t>)]2), 
Ат} = 0, (k = 1,2), 
z(0) = z'(1) = 0. 
(2.35) 


zd 
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其 中 0< <t <1, ЕЖ rlt) 三 0 是 BVP(2.35) 的 平凡 解 . 结论 : (2.35) 
在 PC (J, R} A CU’, R,] 具有 两 个 解 z1(t) 和 r(t) 满足 z(t) > 0, zx2(t) > 0, 
VO<t<1, #8 inf nile) <1< inf 2200). 
WEBB: ”对 问题 (2.35), # m= 2, f(t a) = 15Vtzin(l + tz), A(z) = sinr, 
h(z) = In(1 4- 32), 显然 条 件 (2.22) 满足 , 容易 检验 , 4 wo = 1, a= і, = 1 
h(t) = 15/n(3) vt 时 , 条 件 (2.23) 和 (2.24) 也 满足 . 再 注意 到 当 0<t<1l,z>0 
时 , f(t,2) > 0, 根据 定理 2.2.4 和 推论 2.2.1, 即 知 所 述 结论 成 立 . 
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第 3 章 二 阶 脉冲 泛 函 微分 方程 
解 的 存在 性 问题 
本 章 讨论 了 二 阶 肪 冲 泛 函 微分 方程 钙 的 存在 性 . 具体 说 来 ,3.1 节 为 准备 工作 ， 
给 出 脉冲 泛 函 微分 方程 满足 的 条 件 ; 在 3.2 节 中 , 利用 两 个 不 动 点 定理 , 我 们 得 到 
了 脉 名 微分 方程 至 少 存在 一 个 解 的 条 件 ; 33 节 给 出 一 个 例子. 对 于 脉冲 泛 函 微分 
方程 的 研究 目前 这 方面 的 文章 较 少 . 


Dil 


3.1 前 


本 章 考 察 下 面 这 个 方程 解 的 存在 性 . 


(001) (E) = fy), a-e t € [0, T| t, stm}, 


Auli, = 1.00(;)), Е = 1,2,- .. т, 
(3.1) 
Ay’ len = Jk u(t, )), k=1,2,---,m, 


y(t) = e(t), t € [-r,0] y(0) = n. 


其 中 , D = (v : [7,0] 9 R"; y 是 除了 在 t 处 的 连续 函数 , VE) 和 vie) 
FE, B Ot) = (D). PC = {y : [0,Т] > R” : y € Cllr, tk + 1, R°) 并 且 
存在 уб) 和 ylti) 使 得 уб.) = y(t), k 90, --, m. N= Du PO, f : Q > 
L}((0,T],R"), ¢ € D, p € C([0.T], R4), ge К", 0 <т< о, 0=- <А <... < 
tm < tm+1 =T, Ir, Jp € С(Е", К"), k = 1,2,--- m. y(t) fl y(tt) 代表 y(t) 在 
t= t MARIRAARER. Аук, = ult) == y(t, ), Ау}, = y (te) = y (t). 对 
T [Fr TM, ,tm} 上 的 任意 连续 函数 y, 并 且 对 V t e [0 T], 我 们 定义 D 中 
的 元 素 ye, qw (0) = y(t--0), 6 € [77,0], 其 中 yl) RERA t-r 到 1 这 一 状态 . 


3.2 ” 解 的 存在 性 问题 


仿照 第 二 章 的 结果 , 我 们 来 研究 方程 (3.1), 为 了 定义 (3.1) 的 解 , 在 PC 空间 
引入 范 数 lul pc = тах уко, + E =0,---,m}, Жн ye Ж y E (tse,tk + 1| 
上 的 限制 ， 这 样 ，PC 构成 一 个 Banach 空间 ， 由 于 m = DU PC, (уо = 
max(llvllp. llyllec, V y € О}, 这 样 , Q 也 构成 一 个 Banach 空间 . 此 外 , C([—r, 0], R”) 
也 是 一 个 Banach 空间 , 有 范 数 191 = sup{|d()| : -r < 0 < 0). 


定理 3.2.1 WR z € POUR INC R4] 满足 方程 
(p 的 ) = f(y), (3.2) 
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那么 
1 
-L (p(0)n + f fuds У p) GU - t) (3) 


'(t) = 
= ats 


y(t) = 9(0) p(0)n f; 35; . (yu)dut 


3.4 
Y. (М) + Ад) x ft Bs vel 
Oct «t 
证 明 : 对 方程 (3.2) 积分 ， 
р(ћ)у o= f f(y,)ds 
vy (0 - rtv (t) = iu ds, Wty <t < tn, 
对 上 面 两 式 相 加 , 我 们 得 出 ， 
t 
p(t)y’(t) = p(0)y (0) + J flyads + p()Jk(u(t)), V h < t € t, 
同样 的 方式 , 我 们 可 以 证 明 它 对 Vt e J 成 立 , 即 下 面 的 式 子 (3.5) 成 立 
p(t)v (t) o+ f f(uj)ds+ Y p(te)Je(u(ty)), (3.5) 
Oct, «t 
ED 
y(t) = xg tons Í flys)ds+ У) pt) (3.6) 
O<t,<t 


下 一 步 我 们 再 对 (3.6) 进行 积分 , 得 到 


y(t) = e(0) + x (0) )n Er ү 0 УЛ f Yu) )du+ 
„2. Uk y(t, )) + (у )x f 0045). 


定理 3.2.2 假设 下 列 条 件 满足 : 


(Hy) 存在 函数 M € v. ((0, T], R+), W(-) : (0,+00) — (0, +оо) 是 非 减 函数 , 使 得 
NN € MW (lull); 


(Hj) hh, 4: R° R" 是 全 连续 的 ; 
(Hs) po = minfp(t) : t € D, T|); 
那么 方程 (3.1) 在 [-r, TJ] 中 至 少 有 一 个 解 . 
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ШЕН: 将 (3.2) 转化 成 不 动 点 问题 , SLAF 030, 定义 如 下 : 
o(t), te [-r, 0] 


ds ў 
Ty(t) = 4 (0) + p(0 "a Е 5 | лаа 


a К )x f Каз] +e [0,7]. 


tk p(s 
Oct, <t ) 


考虑 了 工 = Ti +r HP (—co,0] E, Fiu = 0, i = 1,2. 


Tiy(t) = Ф(0) + p(0 /全 «[ “° Í ловы 


Гу) = Y ht; — л 2) 9l 


Oct, «t 


先 分 三 步 证 明 T; 是 全 连续 算 子 , 换 句 话说 , Г, Pn 
第 一 步 , Г, 是 连续 的 . 
因为 函数 p(t), f(y) 是 连续 的 , 容易 看 出 Ti 是 连续 的 . 
кеш Ti RARRA О 中 的 有 界 集 . 
= (v EQ: liull <q} Æ Q PHA RRA, y € B,, 


Irs(?) < 191+ p(0 N= + 2 [м М(ш)й/ (ligul du 
也 就 是 说 , 对 VY z € R", 由 于 W(-) 是 非 减 函数 , 我 们 得 到 
T T 
ИТ < ө + pO Io] + [М sup{W (lllo). 
Po Po 


第 三 步 , Ti 映 有 界 集 为 Q 中 的 等 度 连续 集 . 
$7,5€J,0«nn,yeB,-(yeQO:|y| <q) 是 9 中 的 有 界 子 集 ， 
则 对 V t € [0,7], 


iyl) -Tiy(n)) = |р(0) On J 2 at o ata ЧЫЧ 
< Ç (0)n + |M||: sup{W(Ilyllo)}) J 5245, 
34m mn WY, iyl) — Tiy(n)| — 0. 
从 以 上 三 步 , 我 们 运用 Ascoli-Arzela 定理 , 得 出 4:0 2 Q 全 连续 . 
第 四 步 , 集合 {y EN: y =A ly), 0«A « 1) 是 有 界 的 . 
事实 上 , + ye, 那么 对 于 0< 和 <1,y=AT(y), Vt c [0,T], 


p Tp fF 
WOLS ol + (On + = J M(u)W ly, |)du 
这 就 是 说 , 
[Уп < ПФ + »(0 2 + + [ath sup(IV la) 


因此 , {ye 0: у= АГ(у), 0< X< | 是 有 界 的 再 由 条 件 (He), 我 们 得 到 r, 全 
连续 , 从 而 根据 定理 1.2.2, 方程 (3.1) 存在 一 个 解 . 
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定理 3.2.3 除了 满足 前 言 中 的 条 件 以 及 (Hs) 外 , 假设 再 满足 条 件 
(Н) 存在 常数 cy, 使 得 (a)l < с, k= Lm PV z € R"; 
(Hs) 存在 常数 de, 使 得 |Jk(z)]I < 411, K=1,---,m, WV z € R"; 


(He) 函数 f: Q 9 D'((0,T]) 满足 Lipschitz RH, 也 就 是 3 Ly > 0, 使 得 
WF (ye) -Sll € Lel- zll, t € [0,7]; 


那么 脉冲 方程 (3.7) 存在 一 个 解 . 


WEBB: 仿照 定理 3.2.2 的 证 法 , 我 们 也 是 将 (3.1) 转化 成 不 动 点 问题 , 算 子 了 :0 一 
О, 如 定理 3.2.2 证 明 过 程 中 的 定义 ， 

同样 考虑 了 = Г, + T2, 其 中 在 (—co,0] E, Tiu = 0, i = 1,2. Г,,Г, 如 定理 
3.2.2 证 明 过 程 中 的 定义 ， 

先 证 明 Г, 是 压缩 算 子 . ER y(t), e(t) € Q, 


lt) – Га) < f 5 fo lu) — Аа) 
< Z| I) f(ao)lldu < ЁТ,» — zal 
< 


2 
5 Lil - zl, 


T, 是 0 中 的 压缩 算 子 . 下 面 分 三 步 证 明 To 是 全 连续 算 子 , 换 名 话说, Г, 是 连续 
的 并 且 映 有 界 集 为 相对 紧 集 . 

第 一 步 , Г, 是 连续 的 . 

因为 1, J, 都 是 连续 函数 , 因此 很 容易 得 到 T 是 连续 的 . 

第 二 步 , Ts 映 有 界 集 为 Q 中 的 有 界 集 . 

S В, = {y ER: || <q} E Q 中 的 有 界 集合 ,ye B, MV CER’, 


p(s) 


Ў alut) + > T-tp(b)dk|y(t )l 


i= 


Falt) < » д л+ È IED x fr alte ds| 


IA 


也 就 是 说 , MV z € К", 我 们 得 到 


m T = 
[Paull < У (ee+ иам. 
і=1 
第 三 步 , T。 映 有 界 集 为 Q 中 的 等 度 连 续集 . 
$n, »€J0«nt€mycB,-(yeQ:|y| xg) &9 中 的 有 界 子 集 ， 
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则 对 vte [0.7], 


ll 


|Гу(т) — P2y(71)] $5 (00) JG) x fo 20) ds]— 


t< tk p(s) 
27 Uti) + и) x J 50995] 
<tk<T1 
< | Ао) + RVG) x fr Bs) ds]|+ 


m«ty«To 


一 t 
,三 е) x Se Bia 


< > [sx+Zhp(t)dj]a+ У аа f 00а. 
Octk«T2 


s 
Oct, <7T2—T, 1 p(s) 


237 — ту BT, |Гоу(т) — Гәу(т)| — 0. 
从 以 上 三 步 , 我 们 运用 Ascoli-Arzela 3E £8, (815 D: 230 全 连续 . 
从 而 根据 定理 1.2.3, 系统 (3.1) 存在 一 个 解 . 


3.3 ”应 用 
考察 下 面 R? 空间 脉冲 泛 函 微 分 方程 的 边 值 问题: 


2ty (t) + (02 + 1)y" (t) = jus t € [0,7], 

Ayl = 200), 

Alii = 2y'(1), 

y(t) = 9(t) = (sint,cost), t € [—r,0], v'(0) = (1,0) = 7. 


(3.7) 


结论 : (3.7) Æ [—r, T] 中 至 少 存 在 一 个 解 є (0, +оо). 

WERA: flu) = Yuo Ye = (y 92), P(t) = Ë + 1, WC) = lly + yo + 102, M(t) = 
ih + yll?. BA ПА) = iy yi? + yo? < illa + yall? [л 十 yz 十 ER 从 而 条 件 
(Hi) 满足 , RF (Ho) 显然 成 立 , po = 1, 条 件 (Нз) 满足 , 故 由 定理 3.2.2 ^ (3.7) 
在 [-r, T] 中 至 少 存在 一 个 解 . 
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第 4 章 分 数 阶 脉冲 微分 方程 mila KE 
的 存在 性 和 唯一 性 问题 


4.1 ”前言 


本 章 我 们 用 压缩 映像 原理 来 研究 分 数 阶 脉冲 微分 方程 . 在 最 近 的 研究 中 , 很 
少 涉及 分 数 阶 脉冲 微分 方程 . 最 近 , Benchohra 等 人 发 现 了 一 类 分 数 阶 脉冲 方程 的 
初 值 间 题 涉及 对 于 0<a<1 和 1<a<2 的 Caputo 分 数 导 数 的 解 的 存在 性 问 
题 的 充分 条 件 , Ahmad 等 人 给 出 了 分 数 阶 1 < a < 2 时 的 非 线性 混合 型 脉冲 微分 
方程 边 值 问题 的 存在 性 结果 , Mophou 研究 了 分 数 阶 0 < a < 1 时 的 脉冲 微分 方 
f£ mild 解 的 存在 性 和 唯一 性 , 基于 以 上 的 研究 工作 , ERM, 我 们 研究 下 面 这 类 
分 数 阶 脉 冲 微分 方程 (4.1) 解 的 存在 性 和 唯一 性 问题 . 4.1 和 4.2 节 介 绍 分 数 阶 脉 
冲 微分 方程 要 满足 的 条 件 , 4.3 节 给 出 解 的 存在 定理 , 4.4 节 给 出 一 个 实例 作为 应 
FA. 


De (x(t) + f(t,z,)) = Az(t) + (0,201), t€ I = [0, T]. t Z tk, 
r(0)2 c 2, (4.1) 
Azli = Te(2,-), k =1,---,m. 


其 中 A(t): 2 c X > X 是 线性 算 子 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ，(T(t))iwo, 在 
Banach 空间 (X. || - ||) "P, 函数 关系 x, : (一 00,0) — X,z, = z(t + 0), 在 抽象 
空间 多 EEX, IW [0,T): 0 <t <- <te <- < ta < T IBERIA, 
fig: Ix @— Х,1,: 4 — X ROSE, AE) 表示 AE(t) = €(tt)— E(t), 
B:(-00,0) + X 是 线性 函数 空间 . 


4.2 ”预备 知识 


在 本 章 中 , А: 9(4) c X 9 X 是 线性 算 子 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 
(7(0)) ьо 在 X Ф, 0 € p(A), #Н M 是 常数 使 得 TOI < M WF V t e I 
(—A)*, a € (0,1) 代表 A WIKE, Xa 是 (А) 的 域 . 

我 们 说 函数 u(-) 在 [u, 7] 上 是 正规 化 分 段 连续 函数 , ШЖ u 是 分 段 连续 并 且 
在 (n, 7] 是 左 连续 的 . pC([u, 7]; X) 空间 由 正规 化 分 段 连续 函数 [u, r] — X 构成 . 
PC 代表 由 所 有 ve PC(|0. иј; X) 构成 的 空间 , u(-) Æ t At; ER, ut) = ult), 
u(tt) 存在 , 对 所 有 的 i = 1,... ‚т. 在 本 章 中 , (PC, || - lipe) 是 空间 PC 被 赋予 范 
数 lzlpc = sup |z(s) 显然 , (PC.‖ - >с) 是 一 个 Banach 空间 
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43 ”主要 结论 


在 本 节 中 , 我 们 首先 研究 问题 (4.1) 的 mild 解 , 然后 通过 不 动 点 理论 得 到 系 
$t (4.1) 存在 至 少 一 个 mild 解 的 充分 条 件 . ERE, 我 们 可 以 给 出 下 面 方程 mild 
解 的 定义 


н 


т(0) = рє 2. (42) 


定义 4.3.1 BR и: (-00,T] + X LHR Cauchy 问题 (4.2) 的 mild 解 , ШЖ. 
wo = 0; щи € PC ЗН 


u(t) = T(i(e(0) + /(0,)) — ш) — Hj J (t— se? AT(t — s) f(s, u,)ds+ 


1 f ae 
r Í (t- s)°- T(t — s)g(s,u)ds, ie I 


定义 4.3.2 函数 и: (-o0,T] > X KAMA (4.1) mild Ж, WR ug = 
y; щн € PC 并 且 满足 下 面 方程 


u(t) = T(t)(y(0) + 7(0,0)) — f(tu)- 

r ok J: (te — 5) )o-? AT (t — s)f(s,u,)ds— 
eae (2-8) ye-? AT(t — s) f(s, us)ds+ 

i 25 zer ty — 8) T(t — s)g(s, us)ds+ 


Octi«t 
г Jal (t — s)e-T(t — s)g(s,u,)ds+ 
y T(t-tj)|L(u,) + Af (tiu), tel 


0«&«t 


下 面 我 们 盖 述 并 证 明 上 述 结论 . 


(4.3) 


引 理 4.3.1 WR wo = z; u()y € PC 是 (4.2) 的 mild f£, 那么 对 任意 的 t € 
(t1. te]. k= Ley т, 满足 ug = y, u(- Ju € PC 并 且 


u(t) = T(t)(e(0) + /(0,р)) ~ /(%щ)- 
Fo} L Eu (t, — s)e-9 AT(t — s) f(s, u,)ds— 


EET (t — 8)'®-!) AT(t — s) f(s, u,)ds4- 
m X du — 8) YT (t - s)o(s, us)ds+ 


Oct. ct 
n3 jet (t EE 8) ye-DT(t E s)o(s, us)ds+ 
У T(t—t)[L(u) + AS (tiu), ter. 


0<һ<ї 


是 (4.1) 的 mild Ж. 换 句 话说 , u(t) 是 (4.1) 的 mild f£. 


(4.4) 
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TEAR: 由 定义 4.3.1 All, 


u(t) = T(t(v(0)- f(0O,z))— f(t, w) – H3 | (t — sje? AT(t — s)f(s, u,)ds + 
1 


rs] (t — se? T(t — s)g(s,u)ds, te([0.t], 


ща) = ші) = The) + 0,0) – Лош.) - 
ay [| E- APAT -flud 
та | à = ЭТ — s)g(s,ug)ds. 

Bi u(t*) = u(t7) + h(u(tr)), 我 们 可 以 看 出 


u(t) = T(t-t)(uti) + fw) - Л) - 
va [ (t — sye-D ATQ — 5) f(s, u,)ds + 

Fa) fe — s)®DT(t — s)g(s, us)ds 

T(t)(p(0) + f(0, )) — F(t, ш) — 

ra / (ty — s)? AT(t — в) f(s, us)ds — 

raf (t — s)-Y AT (t — s) (s, u,)ds + 


ti 


lI 


a) J "(hi = 5)-Y 7 — s)g(s,u,)ds + 
Hj |, (t= -HT s)g(su,)ds + 
T(t—t)[D (u) + Af(ti, un), te (th, to], 
4t=t#At=¢, 
ulta) = Т(%)(ф(0) + /(0,)) — /(.ш.) 
г [| cart - 3f us - 


RM | "(ty — 5)°-DAT (ty — s)f(s,u,)ds + 


| 


(tı — з)'@-ЭТ(%, — s)g(s, us)ds + 
Tiaj J, (to — s) T(t — s)g(s,u,)ds + 
T (tz — fi) Milun) + AF (tr, u, )], 
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M щ&@) = uty) + Io(u(t7)), 对 te (ta, ta], 我 们 得 到 


u(t) = T(t—te)(u(ty) + f(t2,u3)) — Кш) 一 


H3 ft — 8)(° DAT(t — s) f (s, us)ds + 
1 f TN 
Ta) [e — s)-PT(t — s)g(s,u,)ds 


= T(i)(p(0) + f(0,0)) — F(t, u) - 


ty 
КӘ J (tı — s)@-) AT (t — s)f(s,u,)ds — 


n3 J (ty — s)? AT(t — 5) f(s, u,)ds — 


ty 


=a f (t — s)e-? AT(t — з) f(s, us)ds + 
goa a [ (ty — s)e-?T(t — s)g(s,u,)ds + 
raf (ty — 8)" T(t — s)g(s,u,)ds + 


п, (t — s)°-) T(t — s)g(s,u,)ds + 
= ti) (un) + Af (tr, tn )] + T(t — ь)[Ь(и„) + A (te, ш). 


重复 上 述 过 程 ,我 们 可 以 很 容易 的 推导 出 (44) 对 任意 的 t € (t-t, k = 
1,…- m 成 立 . 

Ж: 4.3.4 如 果 不 存在 不 连续 点 , 也 就 是 说 , WR (т) = 0 k = 1,… ,m, 
那么 定义 4.3.1 等 价 于 定义 4.3.2. 

在 本 章 定义 4.3.2 下 理解 mild f£. 现在 我 们 做 以 下 假设 : 


(Hi) BH fg: Ix 2— X FH: 9 Xii lum, 是 连续 的 , 并 且 满足 下 
面 的 条 件 : 


(i) 对 每 一 个 2:(-o0,T] + X An=o B zl € PC, 函数 t 9 g(t,z,) 是 
强 可 测 的 , 函数 t9 f(t, 2,) 属于 PC; 

(ii) 存在 正常 数 6 є (0, 1), MBM py, e LOU, Rt) GA Ly, Li, i=1,---,m 
使 得 f 是 Xs 一 值 的 , (CAP f: Ix @ X ERABWU PAE 


lgl, V1) — oft. da) < m (liy — della, Vi y» € Btel 
(А) F(t, v1) - (AY F(t, da) I] € 21 — della, vi o eB tel 
Wilt) – Lido) < Ll — della, da. de € B 


2:98. 
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(H, 函数 O(t): 1 — Rt 定义 为 


(m + 1)C,. gtíe*8-0 A 
(a+8- 1) (a) 
— (m + 1) и llre) 
See a Д Li)] 
M( Г(а+ 1) f E 


Olt) = K,[L/(|(—A)C)||(1 + т) + 


其 中 К, = sup K(s), 满足 0< O(t) < y < 1, MAAN t € I. 
sel 


X: 4.3.5 $ г: (—co, T] + X 使 得 zo = р HA z|; € PC BARRA (H1) їй 
Ж. H s AT(t — s) 在 (0,t) 上 的 一 致 连续 性 且 有 估计 
|AT(t— s)f(s,zo)) = W-A)-?T(t- s)(- A) f(s 2.) 


EST 8 ү Ау зт 


IA 


0 — AT(t — 0)f (8,25) 在 (0, ORRA t > 0 是 可 积 的 . 同样 的 , 我 们 可 以 断言 函 
40+ AT(t — 0)9(0, zo) 在 (0,7) 上 对 每 个 t>0 是 可 积 的 . 


定理 4.3.1 ER (Hi), (H5) F, 系统 (4.1) 有 唯一 的 mila Ж. 


证 明 : 在 度量 空间 SPC = {u : (—co,T] + X,up = e,u|; € PC) 赋予 距离 
d(u, v) = | ~ vlipe, 我 们 定义 算 子 了 : BPC 一 BPC ШЇ: 


y(t), t<0 


T(t)(p(0) + f(0, ¢)) — f(t,z,)— 
2. 03, fe, (t, — s)°-DAT(t — в) f(s, z,)ds— 


Г(а) 
T'z(t) = Fa} 5 i (t — so-9 AT(t — s) f (s, z,)ds- 
г, i E (te — 979T(t — s)g(s,z,)ds+ 
Ta) "n (t — s)?-UT(t — s)g(s, z,)ds-- 
> T(t = t) lins.) + Af (ti. £u), tel, 
0<t,<t 
由 注 4.3.5, 我 们 知道 s + T(t — s)o(s.z,) 和 s > T(t- s)Af (s, x.) 是 可 积 的 , 在 
[0,t) 对 每 个 te I. 因此 , T 在 PC 中 有 定义 . u,v € SPC, 由 于 
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JA fts) — Aft) < 2E K-AP |(u — 0) ре, 我 们 得 到 
jr) = rv < Wm) — FC voll + 
Fa 2 | (te= S9 MAT = sys ы) = s fs 


1 t ios 
"S | (t — 5)®-Э|АТ(@ — 5)(/(в,и„) — /{з,ъ))[аз + 


тоз ie (ty — в) VIT t — s)(g(s, us) — g(s,u,))||ds + 


his «t 


l ; a-l 
Г(а) N (t — sje P|T( — s)(as us) — gs,v)) llds + 


> UTE = 5) (su) — ho) + а) — Af vs) 
Oct;«t 
I-A) PL plus — vella + 


1 tk 
-oee 5. 由 (ti = sye*8- 2 Je ИЙ Л = vll ads + 
k-1 


Г(о) Octict 


IA 


1 а+8—2 
uS | (t— 5)**®2C,_gL lus — оов 
M ti 

У T (ty — ЛО – vellads + 
Га) O<t,<t У tk-1 


Tle) ul (t — s)" (Ius — lads + 


M У (Lillis - vla + 2L; Kl C- 770 |(и — v)urllpc) 


0«t,«t 
m+ 1)C; 4L t(e*8-» 


(-A)-9 2 RS ( 
I-AA- ulla + 07 2 Ur 
(m + Ме |a lesa, R*) i e 

Г(а+1) lus – volla + M Als - vulla + 


2L, K,| (7 AC? liu — о) с), V te (0,7), 


lA 


llu, a || + 


我 们 不 难 推出 

" -ACA й\+ (n DO aom 
Iv) -TO < коа + amit) А С) 
D уе =) 


< (т + 1) |е) 

М Г(а+1) 

RE, 很 容易 推断 出 ， 

(m +1)CG,-attet6-1) + 
(a+ 8 — 1)T (o) 


m 1) ||д\\р=(,н+) |< 
Mises os APIBUS UE У Li) Hu- 0) е, 
1=1 


[Ги@ф) -Tu < КСА) + 2mM) + 


Г(а+1) 
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[Ги@) ~ Го(0)1 € ed 一 wee， 
因此 , 我 们 得 出 T 在 BPC 中 有 唯一 的 不 动 点 , 系统 (4.1) 有 唯一 的 mild Ж. 


44 应 用 


4 X = 0.1) 为 可 积 函数 空间 , 并 且 2 = PC, x (g, X) .现在 , BAIS 
IST A:D(A)C X 2 X , Az = m”, 其 中 ， 


D(A) = (x € X : z” € X,z(0) = z(t) = 0), 


A 是 一 个 解析 且 紧 的 无 限 小 生成 元 , 4 是 一 个 离散 谱 , 其 本 征 值 是 -mn2,mn eN, 其 
相应 的 本 征 函数 是 2 (£) = (2)sin(ng), 下 面 假设 成 立 : 


(а) (zn € N) Ж X 上 的 标准 正 交 基 ; 
(b) 如 果 z ED, M Ar = — У п <T, tn > zu; 


(c) WF z € X, T(t) = Уе" < T, Za > га. 特别 的 , 我 们 有 对 TOI < e~ 
V t> 0, (T(t)iso) 是 一 致 稳定 的 半 群 , 此 外 , 我 们 可 以 在 4 БЕ Ma BR, 


(d) 对 每 一 个 z€ X fl 8 € (0,1), В (-AYz = 5,5 < mz > z. Kalih, 
l(- A7] = 1; 


(e) X18—^* z € X fll 8 € (0,1), (—A)Px = У? 26 < r, z > zi 


此 外 ， 
D((-A)*) = (z: z € X,Y if < 2,4 > z € X). 
i=l 
考虑 下 面 分 数 阶 脉冲 微分 方程 : 


Do | I | " Ma „Ёш в)» 

= Zult,6 + ao(t, w(t, €) + N (t, w(t, E)), 

w(t,0) =w(t,7)=0, teI-l0,T], (4.5) 
w(7,€) = (7,8), т< 0, € € [0,7], 

(I, ~ w(t ) = [» E E E 


其 中 (t) 是 一 个 严格 增 的 正 实数 序列 , 对 于 这 个 系统 , 我 们 假设 以 下 条 件 : 
(a)* FAN: Rx R— R RBA, 且 有 连续 可 积 函 数 иу: R [0, оо) 使 得 


| (t x)| < (| [0,7], z € R 
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RA. 
(b)* ВЖ b(s,m €), 20(5,1,5) AAR, bls, m, z) = 0(s,7,0) B 


Ly = spl f L. | "m dndsd£)? : i = 0,1) < +оо, 
0 


(c)* AR pi: [0,7] x ROR, (i9 1,.… ,m) 连续 且 存 在 正常 数 L, 使 得 


lpi(E, s) - pi(6,s) < L]s- 3, ¿£ € [0,z],s,s € R. 
我 们 下 面 定义 函数 f,g:[0,a] x Z> X I, : X +X B A(t): D(A(t)) C X > X 
0 T 
= | [ келдь, teo) єєр) 
A(t, P(E) = .(t.0(0,5), te [0,7], € € [0,], 


906) = J pi(é, 0(0,s)ds, í € N, € e [0,7], 
A(ts(£) = Ax(£) + ag(t,€)x(€), z€ D(AQ), t 0,7), £ e [0,7], 


则 D(A(t)) = D(A), t € [0,7] В 


Y := D(A?) = (z() eX: pr ei 


nzi 


我 们 可 以 看 出 


ICAŻTO $e, E-A 对 te (0.7), 


容易 看 出 , 问题 (4.5) 可 以 看 作 是 抽象 脉冲 Cauchy 问题 (4.1) HRA. 


定理 4.4.1 ”假设 前 面 的 条 件 都 成 立 . 此 外 , 假定 


3l [p;(£, 0)|?dé |? < oo 
i=l 
如 果 


~ C, a T(e+8-1) (т+1)Т° шл x 
К. + 2mM) + Dee) + M(t 二 TVT Yin Li) < 1, 
(4.6) 


ЖА, 脉冲 系统 (4.5) ##— mild f£. 
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证 明 :我们 由 (0) 看 出 , F Ж Xi-fü, HA FIIx42X 是 连续 的 . 此 外 ， 
(—A)2F(t,-) 是 一 个 有 界 算 子 , 对 te L8 |(-A:F(,)| < Ly RIE. 

由 (af 知 , 函数 G(t,-) : 4 — X # t € [0 T] 中 是 连续 的 , H G(., ó) : 
(0,00) > X 是 强 可 测 的 , 对 每 一 个 ó e 2. 另外, x teo. T] foe 2, A 


IGE gx = f TOCE J COLETOU 
0 0 
从 条 件 (oye, 我 们 有 


ILE - 496) < Í " pal, Ф0, в) — p£, (0, s))|ds 


IA 


E | №00, s) – 000, s)|ds < vL4]ló — vllo, 


对 所 有 的 p, рє 2. X. |06) - L()lx < m/Lilo 一 lls, 根据 定理 43.1 Я 
道 系统 (4.5) 存在 唯一 mild Ж. 
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结 论 


本 文 研究 了 脉冲 微分 方程 解 的 存在 性 问题 . 本 文 在 以 下 几 个 方面 取得 了 进展 . 
第 二 章 , 我 们 研究 了 一 类 非 线性 二 阶 脉冲 常 微分 方程 边 值 问题 解 存在 的 条 件 ， 
主要 结果 为 : 
(1) 解 是 存在 的 , 我 们 通过 下 面 这 个 定理 得 到 解 的 形式 . 
定理 2.2.1 WẸ ze PC, R INC |, В] 满足 方程 


"(t)z(t) +2p'(t)z' (0) + p(t)z”(t)) = f(t, z(t), (2.3) 


200 = OO) – 9000): (0): + BO fit — 5) (s,2(s))ds— 
a fo в, в))йз+ Y Gigs) -并 pO) h(n) (э 


EO Y р(%)1(т (it b), Vre J, 
O«ty«t 


z = sy {p(0)x'(0)t — folt- s) f(s, 2(s))ds+ 


EDTA) + Y; р) А), Yre. (2.5) 


(2) 然后 证 明 方程 可 以 转换 成 与 之 形式 等 价 的 积分 方程 来 解 . 
定理 2.2.2 тє PC! J, R NC [J', R,] 是 BVP(2.2) 的 解 当 且 仅 当 2 e PC LS, Ra] 
是 下 面 脉冲 积分 方程 的 解 


a(t) = Ufo Glt,s)f(s,2(s))ds+ 
pa Ea) E Р) rte) — 6) (2.9) 


ity Plte) + p (D) (&)(1 — te) — р(1)р (te) e(a(te))}, 


其 中 
ot. 0 PO- iQ) - rad - 3), t« s 
#[р(1) Pes (1- t), t» s. 
КО i ud С РИ 
定理 2.2.4 设 当 z +оо 时 和 xz 一 0, В}, WA Д0 S0 XT te J —S, B 


POE) o, POR) окуз... m (2.22) 


又 设 存在 W> 0, K 0 < ao < bo € 1, Ë 


f(t, z) > h(t)uo, V t € Jo = [ou， bol, T > Uo, (2.23) 


СА 
p?(1) 
— 29~ 


脉冲 微分 方程 的 解 及 其 应 用 


其 中 h € Clo, Ry], 满足 


1 1 
"A h(t)dt > a (2.24) 


ЖА, BVP(22) 在 РС|Ј, R,] n CU, Ry] 中 具有 两 个 解 x(t) 和 z(t), 满足 
т\(ї) £0, 22(t) > 0, 0 <t <1, +В 
inf z(t) < uo < inf z(t). (2.25) 


第 三 章 , 我 们 将 脉冲 微分 方程 推广 到 泛 函 形式 , 利用 不 动 点 定理 , 用 两 种 方法 
证 明了 解 的 存在 性 . 主要 结果 为 : 
(1) 为 了 应 用 定理 1.2.2 的 条 件 , 我 们 给 出 以 下 结果 
定理 3.2.2 假设 下 列 条 件 满足 : 
(Hi) 存在 函数 M e L'((0, T|, R+), W(-) : (0, +оо) 一 (0,+oo) 是 非 减 函数 , 使 得 
П. (0) < MEW (lyell); 


(Hj) 1,, Je: R" 2 R^ 是 全 连续 的 ; 

(Нз) po = min{p(t) : t € [0, T|); 

那么 方程 (3.1) 在 [—r, T] 中 至 少 有 一 个 解 . 

(2) 应 用 定理 1.2.3 的 结果 , 我 们 得 出 下 面 定 理 ， 

定理 3.2.3 К T WAGE BU SS PORE (Hs) 外 , 假设 再 满足 条 件 
(H) 存在 常数 о, 使 得 |102) < callzll, k= 1,---,m, WV z eR"; 
(Hs) 存在 常数 du, 使 得 | (zj € 4151, k = 1,- m, WV z € R^; 


(Hg) BR f: 9 L(0, T] 满足 Lipschitz 条 件 , 也 就 是 3 L, > 0, 使 得 
If (ye) — Дш) < Lyllye — zll, t € [0T]; 
那么 方程 (3.1) 在 [-r, T] 中 至 少 有 一 个 解 . 
第 四 章 , 我 们 研究 了 一 类 分 数 阶 脉冲 微分 方程 , 利用 压缩 映像 原理 , 得 到 了 解 
的 存在 性 . 主要 结果 为 : 
(1) 得 到 解 是 存在 的 , 解 的 形式 为 
u(t) = T(t)(z(0) + f(0, 7)) — f(t, u)- 
Fah 2. dd utt I — s)te=D AT(t — s)f(s,us)ds— 
"i5 ү (t — s)-? AT(t — 5) f(s, us)ds+ 
ns fict = S) Tt s)gls, uo)dst 
Ta) Ke- an — s)g(s, us)ds+ 
У T(t- tlun) + Af (ti, ш,)]), ter 


Oct;ct 
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(2) 参见 第 四 章 中 条 件 (n) 和 (H,), 有 下 面 结果 . 
定理 4.3.1 ER (Ai) 和 (H5) F, 系统 (4.1) 有 唯一 的 mild f£. 

脉冲 微分 系统 的 研究 领域 具有 吸引 力 和 挑战 性 ,在 理论 上 , 它 综合 了 连续 和 
离散 系统 的 特征 , 但 又 超出 了 连续 和 离散 系统 的 范围 , 还 存在 很 多 尚 待 解决 的 研究 
课题 . 本 文 所 做 的 工作 只 是 脉冲 微分 系统 研究 中 的 一 小 步 , 在 研究 过 程 中 还 有 很 多 
方面 值得 深入 探究 . 我 们 可 以 考虑 以 下 方面 : 
(i) 对 于 含有 函数 p(t) 的 脉冲 微分 方程 , 可 以 考虑 п 阶 的 情况 ，p(t) 的 形式 可 以 
更 复杂 , 还 可 以 考虑 终 值 问题 . 
(ü) 对 于 分 数 阶 脉冲 微分 方程 , 可 以 考虑 含有 函数 p(t) 的 情况 , 还 可 以 考虑 用 黎 
曼 积 分 来 做 . 
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